
错用罗素悖论—康托在集合论中的两个逻辑性错误!
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摘 要 分析了罗素悖论与康托的实数集合不可数证明及康托定理"! $ "（!###）证明之间的本质性联系，发现
康托的这两个非构造性证明与罗素悖论有完全相同的思路，但是康托犯了两个逻辑性错误而使他误用了这

个悖论思路。得到明确的结论：康托在集合论中如上两个证明里的核心部分实际上是罗素悖论的翻版，这两

个证明中的思路与做法是错误的，这样的证明结果没有科学性。
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= 引 言

文献［L M N］讨论了存在于无穷集合论中的一些缺陷，指出了康托在集合论基础理论、无穷

观中的错误。研究表明，正是完全相同的这些缺陷引起罗素构造出了著名的“罗素悖论”。实

际上，康托比罗素早 L#年就已经构造出了罗素悖论。康托在实数集合不可数及康托定理"! $
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!（"!!!!）证明中的主要内容与蜀素悖论在本质上完全相同：二者都是利用对角线原理进行操作。

但由于目的不同，表现形式不同，康托的这两个证明的推导结果被当作定理而得到赞美、保护、

发扬光大，成为无穷集合论的重要“基础理论”；而罗素悖论的推导结果当时却产生了令人恐

惧、悲哀的悖论，引发了第三次数学危机。本文分析了康托在这两个证明中所犯的两个很隐蔽

的逻辑错误。

! 对角线方法与康托的重要证明

!"# 关于实数集合不可数的证明

!"#$年及 !"%&年，康托在两篇文章中分别证明了自然数集 # 和实数集 $ 之间不可能建

立一一对应，即实数集不可数。这两个证明都采用反证法。

第一个证明假定实数集 $ 可数，全部实数必定可排成一个序列：

!!，!’，!(，⋯，!%。 （!）

第二个证明假设实数集合（&，!）是可数的，我们把 &与 !之间的每个实数写成无穷小数 & )

!! !’ !(⋯，将实数集合（&，!）中的全部实数枚举起来，得到序列：

"&，"!，"’，"(，⋯，"&，⋯。 （’）

于是在自然数集合与实数集合（&，!）之间构成了一一对应。

康托这两个证明在思路上与操作上是完全相同的，但是都存在着很隐蔽的逻辑错误（文献

（! * $）中已有详细讨论）。一般说来，这类证明必有如下三个步骤：

第一步，假定“所要证明的实数集合可数，则实数集合中的全部元素必定可排成一个序

列”，这样就构造出序列（!）或（’），用它来表示实数集合的全部元素并给出这些元素。

康托证明中所构造的序列（!）或（’）实际上都仅仅是某种近视的实数序列，它们本来就是

实数集合的子集，所构造的这种序列（!）或（’）实际上是在第二步中就可证明的不含有实数集

合中某些元素的序列———如那些可用区间套方法或对角线方法找出的实数。

第二步，用区间套方法或对角线方法找出序列（!）或（’）所无法包容的元素，即找出那些事

先用某些方法被藏起来的、本来就不可能出现在所构造的序列（!）或（’）中、但又确实属于实数

集合的元素。

第三步，宣称“发现”序列（!）或（’）并不包含实数集合中的全部元素，这与第一步的假设不

符，这样得出结论说第一步的假设是错误的，从而“反证”出最后的结论：实数集合不可数。

康托在这个证明中存在两种错误：

!）逻辑上的错误：先“藏起”可用对角线法或区间套法构造出的实数，随意给出个仅含所要

证明的实数集合中部分实数的序列（!）或（’），并假设它含有实数集合中的全部元素。然后用

对角线法或区间套法“弄出”原先所藏的那些元素，说是“发现”序列（!）或（’）不含所要证明的

实数集合中的全部实数。通过这样一种“先藏起来，然后弄出来给观众看”的作法得出实数集

合不可数的结论。在康托的这个证明中，对角线法的成功仅证明一件事实：序列（!）或（’）仅代
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表所要证明的集合的一个子集，它们本来就仅含有那集合中的部分元素。康托的这个证明中

所犯的逻辑错误使这个证明成了一个典型的数学魔术。

!）无穷概念的混乱：由于经典无穷观的错误，康托自己在一一对应的原则上非常的混

乱［"］。在实数不可数证明中他所使用的是“比较两个无穷集合中元素的多少与‘元素的长相’

密切相关”思想，并且用对角线法和区间套法寻找长相不同的元素来实践自己的这种思想。

但是在证明平面上的点和直线上的点一一对应时他所使用的却又是“比较两个无穷集合

中元素的多少与‘元素的长相’毫无相关”思想。

还应该指出的是，连续统理论使不少人认为实数集合可以代表线段上的点集，任何一个点

都可以用实数来表示。如果人们真的可以用实数来完成数学上的对“点”，对“瞬间”的量的描

述，那么芝诺悖论早在人们发现实数时就可以轻而易举地被解决了，并且也不会出现什么“第

二次数学危机”！可是别忘了，任何实数，不管多小，都是有穷的数量形式，而第二次数学危机

的经验告诉我们，任何有穷的数量形式，不管多小，都无法完成对“点”及“瞬间”的数量上的描

述。此外，线段上的“点”这个数学实体自从它进入数学以来，就被定义为一种与有穷数无关的

“无度性”的几何量。当然，对任何一个有穷的数量形式，为了方便，人们可以用一个数学实体

来表示它。在应用数学中，人们用“点”来表示某个数，但这并不意味着“点”的“无度性”变成了

“有度性”，也不意味着实数的“有度性”变成了“无度性”。线段上的“无度性”的点并不等价于

某一有穷的实数或有理数（人们曾认为线段上的点与有理数一一对应）。实数的有穷性与线段

上的点的“无度性”决定了实数集合与线段上的点集是两个具有本质性区别的集合，之间的元

素具有本质性区别，两个集合之间仅具备一种为了方便的、勉强的、形式上的单射关系而不是

具备满射关系（正如康托在如上证明中所表达的“我们把 #与 $之间的每个实数写成无穷小数

# % !$ !! !&⋯”说法仅仅是表示了一种为了方便的但不精确的数学操作而已，而康托却把这当

作一种严格的数学等价而创造出那种用部分实数来代表全体实数的序列。）。那种“线段上的

任何点可以用实数来表示”的说法没有任何理论依据，并且与实数的“有穷性”及点的“无度性”

性质相悖，不管现有数学中有多少巧妙的“证明”试图劝人们相信“实数与线段上的点一一对

应”，那些“证明”肯定都是错误的。任何两个实数都是有穷数，它们之间充满空隙，这些空隙中

至少含有象微积分中的“"#”这样一类人们公认存在于数学中的非有穷实数又非零的数量形

式，更何况还含有连数性都不具备的其它的“无度性”的几何点。所以，从“有穷性”这个数的性

质来考虑，实数根本不可能具备连续的条件，任何两个实数之间都充满空隙，实数是不连续的！

从理论上讲，实数的不连续性并没有比有理数的不连续性情况好多少。从有穷数性的角度来

说，实数的不连续性完全等价于有理数的不连续性！

!"! 关于康托定理!! # "（!""""）的证明

现将康托 $’($年的这个证明摘引如下：

证明 首先证明!$#!（$""""）。因为对于任一 #$$，令 %（#）)｛#｝，且当 #$% #! 时，｛#$｝%
｛#!｝，即 %（#$）% %（#!）。故 %：$&!（$）是单射函数，因此有

!$#!（$""""） （&）
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其次证明

!!""（!####） （!）

假若等号成立，则存在着一一对应!：!$"（ !）。由于对于任一 #% !，即!（ #）是 ! 的子集

合，!（#）&!。现在要问：这个 # 是否属于!（ #）？当然，一般来说，可能是 #%!（ #），也可能
是 #’!（#）。现在构造一个集合 !"，它是由 #’!（#）的那些元素 # 组成的，即

!" #｛# $ #%! #’!（#）｝ （%）

显然，!"&!，即 !"%"（!）。于是，根据!是一一对应，必然存在一个 #"%!，使得!（ #"）

# !"。根据逻辑排中律，或者 #"%!"，某种 #"’!"，二者必有一个且仅有一个成立。

假若 #"%!" 成立，根据（%）式中对 !" 中元素的要求，应有 #"’!（#"），而 !" #!（ #"）。从

而得到 #"’!"。

假若 #"’!"，由 !" #!（#"）得 #"’!（#"）。这样一来，根据 !" 的定义（%），应有 #"%!"。

于是，不论 #" 是否属于 !"，都导致矛盾。此矛盾说明在 ! 与 "（ !）之间存在一一对应是

错误的，所以不等式（!）成立。

由（!）与（&）成立即得到欲证明的结论：
!! ’ "（!####） （(）

在这个证明中，康托犯了一个很明显的逻辑错误：他随意地引进了一个往往是在数学中不

可构造的、不存在的、由（%）式所定义的、具有特殊功能的自我矛盾集合“!"”而制造出一个“ !"

事件”（这个 !" 事件其实就是罗素所构造的那种引起第三次数学危机的罗素悖论）。这样的证

明思路与作法不仅仅是不严谨的而且是错误的。举一个很简单的例子：以自然数集合 $ 为

例，如果我们想证明($ ’ "（$####）而要证明($""（$####），谁也没办法符合逻辑地在数学中构造出

像（&）式所定义的那个具有特殊功能的自我矛盾集合 $" #｛# $ #%$ #’!（ #）｝。康托不知道

自己的整个证明是建立在一个往往是不可能存在于数学中的自我矛盾集合“!"”之上，然后说

是发现了“!" 事件”中含有逻辑矛盾，再利用这个悖论中的逻辑矛盾来进行反证推理，当然可

以轻而易举地、非常漂亮地得到自己所需的任何结论———这不是人类科学中的数学。

! 对角线方法与罗素悖论

当谈到第三次数学危机时，人们通常会提到布拉里—弗尔蒂悖论、康托悖论及罗素悖论。

特别值得一提的是罗素是在研究前两个悖论时发现它的罗素悖论的。人们普遍认为罗素悖论

是对前两个悖论的一种深化，它略去了所有数学上的技术细节，包含了引发第三次数学危机的

集合论悖论的精髓，所以人们通常认为是罗素悖论才真正导致第三次数学危机。现将罗素悖

论摘引如下：

设 % 为所有不是自己元素的集合所组成的一个整体，即 %：#｛# $ #’ #｝，试问：% 属于 %
吗？

假设 %%%，% 是它自身的元素，即 % 为 % 的元素。又因为 % 的元素具有性质：自己不属
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于自己，亦即 !!!。因此这与假设 !"! 矛盾。
假设 !!!，即 ! 不是自身的元素。由 ! 的定义，! 是所有不是自身的元素的集合组成

的，既然 !!!，! 就是 ! 的元素，故 !"!。这又与假设 !!! 矛盾。
根据上述论证，不管是 !"!，还是 !!!，都导致矛盾。同时，依据逻辑排中律，总有 !"

! 或 !!! 之一成立。这样，就得到一个悖论，称它为罗素悖论。
人们公认，罗素悖论开门见山，直接用对角线方法构造了一个含有逻辑矛盾的自我矛盾集

合 !，省去了所有数学上的技术细节，充分地展示康托在实数集合不可数证明及康定理#" !
#（"$$$$）证明中起关键性作用的“秘密武器”———悖论中的逻辑矛盾，使之成为成功应用对角线方
法来暴露现存理论体系缺陷的一件精美数学艺术品。因此人们在悲哀、沮丧的同时也不断地

在赞美罗素悖论。

! 康托重要证明与罗素悖论之间的本质联系

通过对康托那类证明与罗素悖论的比较可看出，康托的那类证明与罗素悖论的思路与作

法在本质上是一致的：构造不同形式的 $! %（ $）的元素组成某集合，然后进行发难，导出最终
结果。两类数学证明都是“对角线———矛盾法”的产品。

罗素应用对角线法是为了通过悖论来暴露逻辑矛盾，暴露科学理论体系中的缺陷，在客观

上促使人们去完善科学理论体系，产生正向效应。而康托却是用对角线方法来制造悖论，然后

再利用悖论中的逻辑矛盾及现有科学理论体系中的另外一些缺陷去推导出错误的结论（当然

康托自己当时不知道可用对角线法来制造悖论，也不知道有罗素悖论）。这在客观上产生负向

效应：以这类证明所推导出的错误结论为基础理论去推导出另一类相关的数学内容⋯⋯（在与

芝诺悖论、贝克莱悖论和调和级数悖论相关的数学内容中存在着完全相同的情况，因为他们都

是现有经典无穷理论体系大家庭中的成员，直接受到经典无穷观、经典数谱和经典极限论中所

存在的缺陷的影响［" # $%］。

" 结 论

康托的那类“重要证明”与罗素悖论的推导有相同的背景、相同的基础、相同的产生机制和

相同的存在理由，在本质上是同一类东西。康托关于实数集合不可数证明及康托定理#" !
#（"$$$$）证明实际上是罗素悖论的两个翻版，但是康托错用了罗素悖论，犯了两个逻辑错误。康
托在如上两个证明中的思路与做法是错误的。

康托的这类证明成了数学中误用非构造性证明法的两个典型的反面教材，是与集合论基

础理论密切相关的现有经典无穷理论体系的本质性缺陷及相关经典数谱和经典极限论的缺陷

导致了这类错误的存在，使集合论中许多工作无法正常开展，特别是使基数理论的研究工作神

秘又离谱［& # $’］。
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