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摘要 :目的　分析与研究高斯关于非欧几何的研究和内蕴微分几何思想之间的联系。方法　文献

分析研究和数学史比较研究。结果　总结分析了高斯建立的内蕴微分几何的思想和渊源 ,揭示了

其与非欧几何学的内在联系。结论　高斯于 1827年发表的《关于曲面的一般研究》,一方面奠定

了内蕴微分几何的基础 ,同时也以其独特的“高斯风格”将自己的非欧几何研究揭示于众。
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　　微分几何起源于微积分在几何上的应用 ,但微

分几何真正成为一门独立的学科 ,则奠基于高斯

(C. F. Gauss 1777—1855)于 1827年 10月 8日发表

的《关于曲面的一般研究》。高斯在这一伟大的著

作中精辟地阐述了微分几何的一系列全新的重要概

念和定理 ,以及展开内蕴微分几何的重要计划。正

是在这个意义上 ,我们说高斯奠定了微分几何的基

础 ,标志着微分几何作为一门独立学科的诞生。然

而 ,在高斯创立内蕴微分几何的时期 ,他已经发现了

非欧几何学。为什么高斯没有发表他的非欧几何

学 ? 他正在创立的内蕴微分几何与他已经发现的非

欧几何学之间有什么内在的联系 ? 高斯又是在怎样

的思想背景下创立内蕴微分几何的 ? 本文试图对这

些问题作一初步的探究。

1　高斯内蕴微分几何思想的渊源

高斯关于微分几何方面的工作 ,一方面可溯源

于他早年关于欧几里得平行公理的独立性的证明 ,

这一年是 1792年 (高斯只有 15岁 ) ;另一方面 ,则

主要源于他的大地测量工作 ( 1818—1828)。高斯

在这两方面的工作都涉及一个共同的理论基础 ,即

三角几何学 (欧几里得的三角几何学、球面三角几

何学、双曲三角几何学以及曲面的三角几何学 ) ,特

别的是在这些三角几何学中 ,关于一个三角形或多

边形的内角和定理。高斯关于这些问题的第一个深

刻思想发生在 1794年 (这一年高斯 17岁 )。我们

可以从高斯于 1846年 10月给 Gerling的信中看到

这一记录 :“Schweikart先生向你提到的定理 ,即在

任何的几何中 ,一个多边形之外角和在数量上不等

于 360°, ⋯⋯而是成比例于曲面的面积 ,这几乎是

这一理论之开端的第一个重要定理 ,这个定理的必

要性我已于 1794年认识到了”[ 1 ]。当然 ,高斯在此

讨论的是双曲三角几何学的情形。在球面三角几何

学的情形 ,角之盈余的这一定理在那时已经被普遍

地认识到。

欧几里得系统地研究了有关直线、平面、圆和球

的几何性质 ,并用公理化的方法将前人的理论总结

为《几何原本》。其中有两个最基本的定理 :毕达哥

拉斯定理 (勾股定理 ) ;任意三角形的内角和等于

180°。从现代几何的观点来看 :勾股定理之本质乃

是几何空间的度量性质 ,在大部分有意义的几何空

间中 ,都要求这条定理在无穷小的情形下成立 ;三角

形的内角和等于 180°的定理 ,本质上是说平面是平

坦的而不具有曲率。因此 ,可以说欧几里得几何是

非欧几何在无穷小的情形下的近似 ,而几何空间的

度量性质则是展开所有可能的几何学的基本假设前

提 ,这就是黎曼 ( G. F. Bernhard R iemann, 1826—



1866)于 1854年所作的著名的就职演说———《关于

几何基础的假设》

勒让德 (A. M. Legendre, 1752—1833)首先指出

(1794年 ) :三角形的内角和等于 180°等价于欧氏

几何的第五公设 (平行公理 ) ,而外角和定理与内角

和定理是等价的。对于三角形来说其外角和在数量

上不等于 360°就等价于说三角形的内角和不等于

180°[ 1 ]。

由此可见 ,高斯所思考的问题 ,以及在解决实际

的地理测量问题时所赖以依靠的理论基础问题之深

刻 ,他直接向欧几里得几何提出挑战 ,并最终导致高

斯的内蕴微分几何以及非欧几里得几何的诞生。

2　高斯的非欧几何研究

从高斯的遗稿 , 以及他与 Wolfgang Bolyai

( 1804 ) , Schumacher ( 1816 ) , O lbers ( 1817 ) ,

Schweikart (1819) , Taurinus(1824)等人的信件中 ,可

知高斯关于非欧几何研究的主要结果是从与第五公

设相反的假设 ,展开逻辑上相容的而与欧氏几何完

全相异的几何。

在 1819年给 Schweikart的信上 ,他已经写着关

于新几何的自己的成就 :“⋯⋯我已经发展星空几

何到这种程度 ,只要知道常数 C的话 ,便完全可以

解决所有课题”[ 1 ]。在 1824年给 Taurinus的信中 ,

他说 :“三角形的三角之和小于 180°,这假定导引到

特殊的 ,与我们的几何完全相异的几何。这几何是

完全一贯的 ,并且我发展它本身 ,结果完全令人满

意。除了某一个常数的值不能先天地予以表示定义

以外 ,在这几何里我能解决任何课题。我们给予这

常数值愈大 ,则愈接近欧几里得几何 ,而且它的无穷

大值会使得双方系统合而为一”[ 1 ]。

那么 ,高斯为什么不出版自己的研究呢 ? 长期

以来 ,人们一直以高斯在 1829年给 Bessel的信札中

写到的话 :“恐怕我还不能够迅速修改关于这个问

题的自己很广泛的研究 ,使它可以出版 ,甚至在我的

一生里可能不能解决这件事 ,因为当我发表自己的

全部意见时 ,我害怕会引起波哀提亚人的叫嚣”[ 1 ]。

作为高斯没有公开发表的非欧几何研究的证明。然

而 ,问题真得那么简单吗 ?

高斯的非欧几何研究 ,有两个核心的问题 :三角

形内角之和小于 180°的假定 (第五公设之否定 ) ;常

数 C。第一个问题就是角之盈余或亏量 ,而常数 C

又称为绝对长度单位 ,它与高斯曲率 K相关且等于

1

| K |
。以下 ,我们分析高斯是如何解决这两个核

心问题的。

3　高斯内蕴微分几何的基本思想

正如黎曼在《关于几何基础的假设》中所指出

的 :“我们首先想做的就是 ,从数量的最一般观念出

发去建立一个多重广义尺度的概念。由此可知一个

多重广义尺度应包容各种各样的度量关系 ,而通常

的空间仅是三重广义尺度的一个特殊情形”[ 4 ]。由

此可见 ,黎曼的核心思想是要建立所谓的多重广义

尺度中的各种各样的度量关系 ,从而展开各种各样

的几何学。这正是有别于欧氏几何的各种几何学 ,

而欧氏几何学成为“一个特殊情形”。实际上 ,这一

光辉思想在高斯的内蕴微分几何学中已经得到了体

现。

我们已经指出勾股定理之本质乃是几何空间的

度量性质 ,高斯正是从这里出发建立了曲面的第一

基本形式 d r
2

= ds
2

= Edu
2

+ 2Fdudv + Gdv
2。其意义

就是 :在正确到高阶无穷小范围内 ,曲面是等长地对

应于切平面上的无穷小区域 ,从而展开其内蕴微分

几何的系统研究。然而 ,曲面的第一类基本量 E, F,

G是 u, v的函数 ,并且完全确定了曲面的内蕴度量。

对于曲面上的曲线 u = u ( t) , v = v ( t)即 �r = �r( u ( t) , v

( t) )的弧长等于弧长元素 ds沿曲线的积分 ,即可以

用积分

S = ∫ds = ∫E du
d t

2

+ 2F
du
d t

dv
d t

+ G dv
d t

2

d t

来表示。如果长度被确定了 ,那么作为曲线长度的下

确界的距离也就被确定了。因此 ,光滑曲线的内蕴度

量是由第一基本形式来确定的。专门研究曲面上由

第一基本形式决定的几何学称为内蕴几何学 ,它在

高维的推广就是现在所称的黎曼几何学。因此 ,我们

说高斯通过推广长度概念 (勾股定理 ) 引进了第一

基本形式 ,从而解决了展开其内蕴几何的基础 ,即度

量问题。这是几何学历史上的一次重大的突破。

高斯在《关于曲面的一般研究》的第 13部分 ,

阐述了他的内蕴几何学的思想 ,并对内蕴几何学的

概念作了如下的描述 :“⋯⋯我们考虑曲面非为体

的边界 ,而是看成某个一维消失了的体。此外 ,这曲

面是柔韧的但不能被拉长 ,那么曲面的性质往往只

与在给定的瞬刻所采取的形状有关 ,并且往往是绝

对的 ,那就是无论怎样弯曲总是保持不变。如同在我

们所做出的这些表达式的意义上来说 ,曲率度量和
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全曲率是属于我们所说的性质 ,对它们的研究开辟

了几何学上新的富有成果的领域 ;其次是关于短程

线的研究和另外一些我以后要研究的内容”(然后

高斯特别研究了曲面上的三角形 )。

在这里高斯提出了一个全新的概念 :“考虑曲

面非为体的边界 ,而是看成某个一维消失了的体”,

即一个曲面本身就是空间。然而 ,高斯以前的几何学

家在研究曲面时 ,总是将曲面与外围空间相联系 ,高

斯论述的几何学则是“与曲面可能具有的形状无

关”,即与外在空间无关 ,从而建立了以研究曲面的

内在性质为主的内蕴几何学 ,开创了微分几何的新

时代。接下来 ,高斯继续说道 :“按照这个观点 ,对平

面和可以展开成平面的曲面 (例如圆柱面 ,圆锥面 )

基本上可以看成是相同的。按照这个观点对于曲面

的一般表达式来说 , 现在的出发点是形式

Edu
2

+ 2Fdudv + Gdv
2。它表示弧长元素 ds和两

个变数 u, v之间的关系”[ 1 ]。

高斯正是以此为出发点 ,系统地研究了曲线的

长度、曲线间的夹角、区域的面积和曲线的测地曲

率 ,最后曲面在给定点处的曲率度量 ,或者如高斯所

确切地说的曲面的比值曲率可以用系数 E, F, G或

者其偏微商的已知公式来表示。高斯给出了研究正

则曲面上内蕴几何学的一般解析方法。最后 ,高斯和

他的继承者证明了许多内蕴几何学的定理。正如高

斯自己所说的那样“开辟了几何学上新的富有成果

的领域”[ 1 ]。以下是内蕴微分几何学的两个最重要

的定理。

311　高斯的绝妙定理“Theorema egreg ium”

1825年 ,高斯获得了核心的结果———“高斯方

程”,进而对“高斯方程”做出几何上的解释 ,得出了

被他自己称为“绝妙定理”的著名定理。

1822年 ,高斯获得了在保形坐标系下 ,如果曲

面的线元素为 m
2 ( du

2
+ dv

2 ) ,仅从曲面的第一基

本形式计算高斯曲率的公式为 [ 1 ]
:

K = -
1

m
2

52 log m

5u
2 +

52 log m

5v
2 。

1825年 ,高斯获得了在测地极坐标系下 ,仅从

曲面的第一基本形式计算高斯曲率的公式 [ 1 ]
: K

= -
1

G
( G) uu。

1825年 ,高斯获得了在任意的坐标系下 ,仅从

曲面的第一基本形式计算高斯曲率的公式。高斯经

过一系列复杂而惊人的计算 ,获得了其著名的《关

于曲面的一般研究》的核心结果 ,即我们现在所称

的“高斯方程”:

4 ( EG - F
2 ) 2

K = E ( Ev Gv - 2Fu Gv + Gu
2 ) +

F ( Eu Gv - Ev Gu - 2Ev Fv + 4Fu Fv - 2Fu Gu ) +

G ( Eu Gu - 2Eu Fv + Ev
2 ) - 2 ( EG - F

2 ) ( Evv - 2Fuv +

Guu )。

它表明高斯曲率 K仅含第一类基本量 E, F, G

和它的一阶或二阶偏微商 (因而是内蕴量 )。

在接下来的第 12部分 ,高斯证明了如果两曲面

之间存在保长对应 ,那么它们有相同的第一类基本

量 ,即第一基本形式不变。这样 ,高斯给出了上述

“高斯方程”的几何解释 ,即被高斯自己称为绝妙定

理“Theo rema egregium”的著名定理 :

定理 　如果一曲面可以展开到另一曲面上 ,那

么在每一对应点处的曲率测度保持不变。

推论 　任何可以展开到另一曲面上的曲面的

有限部分将保持相同的曲率积分。

有意思的是 ,高斯自己在证明其绝妙定理时 ,并

没有直接运用“高斯方程”,但却从他自己的角度说

明了这一发现的几何学起源。高斯的出发点是以下

的基本定理“小测地三角形的内角和与两直角的差

之盈余”(这就是高斯 - 博内定理 )。然而在这里 ,总

曲率测度之盈余还没有通过高斯曲率上的积分来定

义 ,但却是直接作为三角形的球面映像的“定向”曲

面的面积。高斯把这一定理表示为如下的结果 :

定理 　在 E
3中的一个曲面上的 (小 )测地三角

形Δ的内角和等于π与三角形Δ的球面映像的定向

面积之和 ,这里定向面积取正或取负 ,取决于当沿着

三角形Δ的边界环绕时 ,三角形Δ的球面映像的边

界是否沿着相同或相反的方向环绕。

在一个可展曲面或一个球面的特殊情形 ,以上

的结果已经被普遍地认识到 ,而高斯则于 1794年在

双曲几何的情形下获得了相似的结果 ,并于 1819年

给 Gerling的信中告知这一结果 [ 1 ]。因此 ,我们可以

得到 ,从这种基础情形的知识以及在 1812—1822年

间所获得的关于测地线方面的非常丰富的微分几何

学经验的基础之上 ,高斯已经获得了上述定理对于

一个非常数高斯曲率的曲面的一般情形下的正确性

的几何直觉的深刻认识。

高斯最后证明了 : E
3中的曲面 M和 M′在等距

(“可展”)变换 f:M →M′下 ,曲面 M上的区域 Dε在

高斯映照下的球面映像的定向区域的面积∫K (Dε )

等于曲面 M′上的区域 Dε′在高斯映照下的球面映

像的定向区域的面积∫K′(Dε′)。
当ε→ 0时 ,取极限 ,得到如下结果 :
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K (A ) = lim
ε→0

∫K (Dε )

Dε的面积
= lim
ε→0

∫K/ (D
/
ε )

D
/
ε的面积

=

K
/ (A

/ )

这就是说 , E
3中的两个曲面 M和 M′在等距变

换 f:M →M′下 ,其对应点 A和 A′的高斯曲率相等。

这就是高斯的绝妙定理“Theorema egregium”。

312　高斯 - 博内定理

高斯于 1825年发现小测地三角形的内角和定

理 ,并把它推广成为关于曲率积分的公式。得到了

“整个曲面理论中最优美的定理”:

定理 　一个由凹 - 凹曲面的最短线构成的三

角形的内角之和与 180
°之差的盈余 ,或者一个由凹

-凸曲面的最短线构成的三角形的内角之和与 180°

之差的亏量 ,等于在球面映射下相应于三角形的球

面映像部分的面积 ,其方向取其法向。如果相应于三

角形的球面映像部分是整个球面 ,则等于 720
°(即

4π)。

更一般地 ,在一个每条边都是由最短线构成的

任意的 n边形中 ,则 n边形内角和与直角的 (2n - 4)

倍之差的盈余 ,或者与直角的 (2n - 4) 倍之差的亏

量 (取决于曲面的性质 ) ,等于球面映射下相应于多

边形的球面映像部分的面积。如果相应于多边形的

球面映像部分是整个球面 ,则等于 720°(即 4π)。

这就是 ,高斯 - 博内定理 :

∫Kdσ = A + B + C -π。

这里 K为曲面的高斯曲率 , dσ表示三角形 AB C的面

积元素。当曲面的高斯曲率为常数 (即所谓常数高

斯曲率曲面 )时 ,就得到上述的结果。

高斯在接下来的第 21至 29部分 ,利用上述定理

来研究测地三角形 ,建立了角度比较定理和面积比

较定理 ,并且通过实际的地理测量得出了地球表面

的测地三角形与相应的平面三角形的各内角的修正

值。高斯在摘要中写道 :“作者使用的一个地表测地

三角形即为一个例子。该三角形的最大边长近 15

里①,其内角和与两直角之差约等于 15”。相应的平

面三角形的各内角的修正值分别为 4″. 951 13,

4″. 951 04, 4″. 951 31⋯”[ 4 ]。

4　结 　论

从上面的分析 ,我们可以清楚地看到 :高斯 -

博内定理揭示了从欧氏几何学到非欧几何学的发展

历史。这一历史的发展过程 ,实际上就是从平面几何

到常数高斯曲率曲面上的几何学的发展。更一般地 ,

到抽象曲面上的几何学。在这一推广过程中 ,直线换

成了测地线 (最短线 ) ,相对曲率换成了测地曲率。

其根本的不同之处在于所论的“空间”的高斯曲率

的不同 ,也就是“空间”的度量结构不同。

欧氏“空间”的高斯曲率为零 ,由高斯 -博内定

理有 A +B +C =π。这就是“三角形的三内角之和等

于 180°”的定理 ;非欧几何的“空间”的高斯曲率不

为零 ,由高斯 - 博内定理有“三角形的三内角之和

不等于 180°”,因此该“空间”是弯曲的 !由于高斯曲

率的符号的不同 ,影响了“空间”中的测地线的性状

不同 ,从而也决定了测地三角形的内角和的不同。一

般地 ,对于三维常数高斯曲率空间 ,我们有以下 3种

情形 :曲率为正常数 ———黎曼非欧几何 (球面几

何 ) ;曲率为负常数 ———罗巴切夫斯基非欧几何 (双

曲几何 ) ;曲率恒等于零 ———欧几里得几何。

因此 ,由于对几何学基础问题的深入研究与思

考 ,特别是关于几何空间的度量性质的研究和推广 ,

高斯最终建立了研究由曲面的第一基本形式决定的

内蕴微分几何学。这样 ,高斯不仅解决了他在非欧

几何研究中的两个核心的问题 ,而且深刻地阐述了

两者的内在联系。这是否就是高斯要解决的“所有

课题”? 如果这种认识能够成立的话 ,那么 ,高斯于

1827年发表的《关于曲面的一般研究》是否实质上

蕴涵了高斯的非欧几何研究 ? 数学史表明 ,后来黎

曼对内蕴微分几何的高维推广 ,以及 19世纪后期

E. Beltram i, F. Klein, H. Poincare等关于非欧几何的

发展与确认 ,无不遵循着高斯的思路。也许这正是

高斯的高明之处———既没有引起“波哀提亚人的叫

嚣”,又以他自己独特的“高斯风格”发表了他的非

欧几何研究。
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Abstract: A im　 To study the relations between the thought of Gaussian intrinsic differential geometry and Gauss′

s earlier research on non2Euclidean geometry. M ethods　Sources investigation and analysis, and the comparative

historical app roach of mathematics. Results　A view of better understanding origins of Gaussian intrinsic differenti2
al geometry is p resented, and the intrinsic relation between Gauss′s thought of intrinsic differential geometry and of

his non2Euclidean geometry is brought to light and discussed. Conclusion　By p resenting his disquisitions generales

circa superficies curves in 1827, Gauss p resented in fact the essential idea of his earlier research on non2Euclid ge2
ometry in his unique way as well.
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