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非阿基米德赋 p范空间中等距映射的刻画
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摘 要: 本文给出了非阿基米德赋 p范空间以及赋( 2，p) 范空间( 0 ＜ p1) 的定义，并给出了在严格凸的非阿基米德
赋 p范空间以及赋( 2，p) 范空间上等距映射的一些性质，得到了非阿基米德赋 p范空间以及赋( 2，p) 范空间上的Ma-
zur-Ulam定理．
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Abstract: In this paper，we establish non-Archimedean p-normed spaces ( 0 ＜ p1 ) and Non-Achimedean ( 2，p) -normed
spaces，and obtain some characters of isometry mappings on non-Archimedean p-strictly convex normed spaces，andestablish
Marzur-Ulam theorem in it．
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1 预备知识

定义 1． 1［1］ 若从数域 K到［0，∞ ) 的映射 |· |
满足以下几个条件: | r | = 0 当且仅当 r = 0; | rs | = | r
‖s | ;并且 | r + s |max{ | r |，| s | }，其中 r，s∈K．则数
域 K被称为非阿基米德域．

注:由定义可知 | 1 | = | － 1 | = 1 并且 | n |1，其
中 n∈N．

定义 1． 2［1］ 设 X 是定义在非阿基米德数域 K
上的向量空间，范数‖·‖: X→［0，∞ ) 被称为非阿
基米德泛函，如果它满足以下条件:

1) ‖x‖ = 0 当且仅当 x = 0;
2) ‖rx‖ = | r |‖x‖( r∈K，x∈X) ;
3) ‖x + y‖max{‖x‖，‖y‖} ( x，y∈X) ．

则( X，‖·‖) 被称作非阿基米德赋范空间．
定义 1． 3［2］ 设 K是满足条件 | 2 | = 1 的非阿基

米德域，X是域 K上的非阿基米德赋范线性空间，对
于 x，y∈X，若满足‖x + y‖ = max{‖x‖，‖y‖}，
且‖x‖ =‖y‖可推出 x = y．则称 X 是严格凸的非
阿基米德赋范线性空间．

Mazur和 Ulam［3］在 1932 年提出了著名的 Ma-
zur-Ulam定理:若 f是从实赋范向量空间 X到实赋范
向量空间 Y上的一个等距映射，且 f ( 0 ) = 0． 那么 f
是线性的．

1970 年，Aleksandrov［4］提出这样一个问题: “在
什么样的条件下，保持距离 r 的映射是等距的?”在
本文中，利用文献［5］，［6］和［7］中解决 Aleksan-
drov问题的思想方法，我们给出了在非阿基米德赋 p
范空间和非阿基米德赋 ( 2，p) 范空间 ( 0 ＜ p1 ) 中
等距映射的一些性质，并推出了非阿基米德赋 p 范
空间和非阿基米德赋( 2，p) 范空间中的 Mazur-Ulam
定理．
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2 非阿基米德赋 p范空间的一些性质

定义 2． 1 设 X是定义在非阿基米德数域 K 上
的向量空间．范数‖·‖: X→［0，∞ ) 被称为非阿基
米德赋 P范数( 0 ＜ P1) ，若它满足以下条件:

1) ‖x‖ = 0 当且仅当 x = 0;
2) ‖rx‖ = | r | p‖x‖( r∈K，x∈X) ; 3 ) ‖x + y

‖max{‖x‖，‖y‖} ( x，y∈X) ． 则 ( X，‖·‖)
称为非阿基米德赋 p范空间．

定义 2． 2 设 K是非阿基米德域，X是域 K上的
非阿基米德赋范线性空间，对于 x，y∈X，若满足‖x

+ y‖
1
p = max{‖x‖

1
p，‖y‖

1
p }，且‖x‖

1
p =‖y‖

1
p

可推出 x = y．则称 X是 P 严格凸的非阿基米德赋范
线性空间．

引理 2． 3 设( Y，‖·‖) 为定义在非阿基米德
域 K上的非阿基米德赋 p范空间，域 K满足条件 |2 | =

1，且( Y，‖·‖) 为 p 严格凸的，取 a，b∈Y． 则a + b
2

是 Y中唯一的点满足到两个点 a 和 b 的距离为‖a
－ b‖．
证明 若 a = b，则结果显然成立．令 a≠b，则点

a + b
2 到两点 a和 b的距离分别为:

‖a － a + b
2 ‖ =‖a － b

2 ‖ =‖a － b‖;

‖b － a + b
2 ‖ =‖b － a

2 ‖ =‖a － b‖．

取 x，y∈Y，且满足‖a － x‖ =‖a － y‖ =
‖b － x‖ =‖b － y‖ =‖a － b‖．则

‖a － x + y
2 ‖max{‖a － x

2 ‖，‖
a － y
2 ‖} =

‖a － b‖ ( 1)
同样可以得到

‖b － x + y
2 ‖‖a － b‖ ( 2)

如果不等式( 1 ) 和 ( 2 ) 均是严格成立的，那么可以
得到

‖a － b‖max{‖a － x + y
2 ‖，

‖b － x + y
2 ‖} ＜‖a － b‖，

推出矛盾．则 ( 1 ) 和 ( 2 ) 中至少有一个等式是成立
的． 不失一般性我们假设( 1) 式的等号成立．则可得

到‖a － x + y
2 ‖ = max{‖a － x

2 ‖，‖
a － y
2 ‖}，

‖a － x + y
2 ‖

1
p = max { ‖a － x

2 ‖
1
p，‖a － y

2 ‖
1
p }

且‖a － x
2 ‖

1
p =‖a － y

2 ‖
1
p ．

根据严格凸的性质，可得a － x
2 = a － y

2 ，从而得

出 x = y．
定理 2． 4 设 X，Y是定义在非阿基米德域 K 上

的两个非阿基米德赋 p 范空间，其中域 K 满足条件
| 2 | = 1，同时 Y是 p严格凸的．若 f: X→Y满足
‖f( x) － f ( y) ‖ =‖x － y‖，则 f － f ( 0 ) 是可

加的．
证明 令 g( x) = f( x) － f( 0) ． 则 g是一个等距

映射，同时 g( 0) = 0．

‖g( x + y2 ) － g( x)‖ =‖x + y
2 － x‖ =‖x － y‖ =

‖g( x) － g( y) ‖ ( x，y∈X) 类似可得

‖g( x + y
2 ) － g( y) ‖ =‖g( x) -g( y) ‖

( x，y∈X)
由引理 2． 3 可知

g( x + y
2 ) =

g( x) + g( y)
2 ．

又因为 g( 0) = 0，则可以得到 g = f-f( 0) 是可加的．
定理 2． 5 设 X，Y是定义在非阿基米德域 K 上

的两个非阿基米德赋 p 范空间，其中域 K 满足条件
| 2 | = 1，同时 Y是 p严格凸的．如果 f: X→Y 满足‖f
( x) -f( y) ‖ =‖x-y‖，则空间中线段的中点是保持
f-不变的，即对任意的 x0，x1∈X 且 x0≠x1，则在空间

Y中，f(
x0 + x1

2 ) 是以 f( x0 ) 和 f( x1 ) 为端点的线段的

中点．
证明 类似于定理 2． 4 的证明，可以得到

‖f( x0 ) － f(
x0 + x1

2 ) ‖ =‖x0 －
x0 + x1

2 ‖ =

| 12 | p‖x0 － x1‖ =‖f( x0 ) － f( x1 ) ‖．

同样可得，

‖f( x1 ) － f(
x0 + x1

2 ) ‖ =‖f( x0 ) － f( x1 ) ‖．

利用引理 2． 3 就得到了

f(
x0 + x1

2 ) =
f( x0 ) + f( x1 )

2
因此线段的中点是保持 f －不变的．
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3 非阿基米德赋( 2，p)范空间的一些性质

定义 3． 1 设定义在非阿基米德域 K 上的维数
大于 1 的向量空间，泛函‖．，．‖: X × X→R 被称为
非阿基米德赋( 2，p) 范数( 0 ＜ p≤1) ，若它满足以下
条件:

1) ‖x，y‖ = 0，当且仅当 x，y是线性相关的;
2) ‖x，y‖ =‖y，x‖ ;
3) ‖rx，y‖ = | r | p‖x，y‖( r∈K，x，y∈X) ;
4) ‖x，y + z‖≤max { ‖x，y‖，‖x，z‖} ( x，

y，z∈X) ．
引理 3． 2 设( X，‖．，．‖) 为非阿基米德赋( 2，

p) 范空间． 则‖x，y‖ = ‖x，y + rx‖，其中 x，y∈
x，r∈k．

证明 根据非阿基米德赋( 2，p) 范空间的定义，
可得

‖x，y + rx‖≤max{‖x，y‖，‖x，rx‖}且
‖x，rx‖ = | r | p ．‖x，x‖ = 0，

则‖x，y = rx‖≤‖x，y‖
另外，‖x，y‖ =‖x，y + rx － rx‖≤

max{‖x，y + rx‖，‖x，－ rx‖}及‖x，－ rx‖ = 0，
所以‖x，y‖≤‖x，y + rx‖．
由此可得‖x，y‖ =‖x，y + rx‖等式得证．
定义 3． 3 设 X是非阿基米德域 K 上非阿基米

德赋( 2，p) 范线性空间，取 X中的非零向量 x，y，记 V
( x，y) 为由 x 和 y 生成的 X 的子空间． 非阿基米德
域 K上的非阿基米德赋( 2，p) 范线性空间称为 p 严
格凸的，若满足以下条件:任意 x，y，z∈X，

‖x + y，z‖
1
p = max{‖x，z‖

1
p，‖y，z‖

1
p }且

‖x，z‖
1
p和 zV( x，y) ，则可以推出 x = y．

定义 3． 4［8］ 设 X和 Y 是非阿基米德赋 2 范空
间，令 f: X→Y是一个映射，则 f 称为 2 －等距的，若
‖x － z，y － z‖ =‖f( x) － f( z) ，f( y) － f( z) ‖，对 X
中任意点 x，y和 z成立．

引理 3． 5 设 X是定义在非阿基米德域 K 上的
严格凸的非阿基米德赋( 2，p) 范空间，其中域 K满足
| 2 | = |3 | = 1．任取满足‖x － y，x － z‖≠0 的三点 x，

y，z∈X．则x + y + z
3 是 X中唯一的点 u满足以下条件

‖x － y，x － u‖ =‖y － z，y － u‖ =
‖z － x，z － u‖ =‖x － y，x － z‖．

证明 令 u = x + y + z
3 ．根据引理 3． 2 可知

‖x － y，x － u‖ =‖x － y，x － x + y + z
3 ‖ =

‖x － y，2x － y － z
3 ‖ = | 13 | p‖x － y，2x － y － z‖ =

‖x － y，2x － y － z‖ =‖x － y，x － z‖;
类似可以得到:
‖y － z，y － u‖ =‖y － z，y － x‖ =

‖x － y，x － z‖;
‖z － x，z － u‖ =‖z － x，z － y‖ =

‖x － y，x － z‖．
然后证明 u的唯一性，假设存在另一个点 v∈X

满足
‖x － y，x － v‖ =‖y － z，y － v‖ =

‖z － x，z － v‖ =‖x － y，x － z‖
因此可得:

‖x － y，x － u + v
2 ‖≤max{‖x － y，x － u

2 ‖，

‖x － y，x － v
2 ‖} = max{‖x － y，x － u‖，

‖x － y，x － v‖} =‖x － y，x － z‖ ( 3)
类似可以得到:

‖y － z，y － u + v
2 ‖≤‖x － y，x － z‖ ( 4)

‖z － x，z － u + v
2 ‖≤‖x － y，x － z‖ ( 5)

另外，

‖x － y，z － u + v
2 ‖ =‖y － z + z － x，z － u + v

2 ‖≤

max{‖y － z，z － u + v
2 ‖，‖z － x，z － u + v

2 ‖ =

max{‖y － z，y － u + v
2 ‖，‖z － x，z － u + v

2 ‖}≤

‖x － y，x － z‖．
如果不等式( 3) 、( 4) 和( 5) 是严格的，则

‖x － y，x － z‖≤max{‖x － y，x － u + v
2 ‖，‖x －

y，z － u + v
2 ‖} ＜‖x － y，x － z‖，

可推出矛盾． 所以不等式( 3 ) 、( 4 ) 和 ( 5 ) 中至
少有一个等号成立．

有 3 种情况可以考虑．首先考虑( 3) 式等号成立
的情况，可得

‖x － y，x － u + v
2 ‖ = max{‖x － y，x － u

2 ‖，

‖x － y，x － v
2 ‖}
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i． e．‖x － y，x － u + v
2 ‖

1
p = max{‖x － y，

x － u
2 ‖

1
p，‖x － y，x － y

2 ‖
1
p

以及‖x － y，x － u
2 ‖

1
p =‖x － y，x － v

2 ‖
1
p

根据 X是 p严格凸的定义，得到x － u
2 = x － v

2 ．因

此 u = v．
利用类似的证明方法，( 4) 或( 5) 成为等式时可

以得到相同的结果．
定理 3． 6 设 X，Y是定义在非阿基米德域 K 上

的非阿基米德赋( 2，p) 范线性空间，其中域 K满足条
件 | 2 | = |3 | = 1 且空间 Y是严格凸的．令 f: X→Y为 2

－等距映射，若 g( x) = f( x) － f( 0) ，则 g( x + y + z3 ) =

g( x) + g( y) + g( z)
3 ，对于 X 中所有的满足条件

‖x － y，x － z‖≠0 的点 x，y和 z都成立．
证明 容易得出 g也是 2 －等距并且 g( 0) = 0．

取满足‖x － y，x － z‖≠0．既然 g 是 2 －等距的，我
们就可以得到:

‖g( x) － g( y) ，g( x) － g( x + y + z
3 ) ‖ =

‖x － y，x － x + y + z
3 ‖ =‖x － y，2x － y － z

3 ‖ =

| 13 | p‖x － y，2x － y － z‖ =‖x － y，2x － y － z‖ =

‖x － y，x － z‖ =‖g( x) － g( y) ，g( x) － g( z) ‖
类似的可以得到

‖g( y) － g( z) ，g( y) － g( x + y + z
3 ) ‖ =

‖g( x) － g( y) ，g( x) － g( z) ‖;

‖g( z) － g( x) ，g( z) － g( x + y + z
3 ) ‖ =

‖g( x) － g( y) ，g( x) － g( z) ‖．
利用引理 3． 5 可得

g( x + y + z
3 ) = g( x) + g( y) + g( z)

3
对所有 x，y，z∈X成立．
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